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1. INTRODUCTION
On connait deux ge ne ralisations de la formule classique du bino^me dans
des directions apparemment tre s diffe rentes. D’une part on dispose depuis
Heine (1847) de la non moins classique formule q-binomiale
‘
k&1
i=0
(1+xqi)= :
k
l=0 \
k
l +q ql(l&1)2x l.
D’autre part A. Lascoux [4] a introduit la notion de ‘‘de terminant bino-
mial’’ d*+ associe a deux partitions, et explicite une formule du bino^me
pour les fonctions de Schur
s*(1+x1 , ..., 1+xn)= :
+*
d*+ s+(x1 , ..., xn).
La the orie des polyno^mes de Macdonald [6] unifie dans un nouveau
formalisme 1’e tude combinatoire des fonctions de Schur et l’analyse en
base q. Il est donc naturel de rechercher dans ce cadre une ge ne ralisation
de la formule du bino^me. C’est le sujet de cet article.
Soient q et t deux inde termine es, et conside rons l’alge bre des polyno^mes
syme triques de n variables a coefficients rationnels en q et t. Les polyno^mes
de Macdonald P*(x; q, t) forment une base de cette alge bre, indexe e par les
partitions * de longueur infe rieure ou e gale a n. A deux telles partitions }
et * nous associons un coefficient du bino^me ge ne ralise ( }*)q, t . Nous
e tudions les proprie te s ge ne rales de ces coefficients, et donnons une expression
analytique explicite des plus e le mentaires d’entre eux.
Cet article e tait en re daction quand nous avons rec u le travail de
Okounkov [8] qui aborde le me^me proble me sous un angle comple men-
taire. Okounkov e crit une formule du bino^me ge ne ralise e a l’aide des poly-
no^mes de Macdonald ‘‘de cale s’’ qu’il a e tudie s ailleurs [7]. Nous montrons
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que les coefficients qui interviennent dans sa formule sont pre cise ment les
me^mes que ceux introduits ici.
Les polyno^mes de Jack J*(x; :) peuvent e^tre obtenus comme la limite
lorsque t tend vers 1 des polyno^mes de Macdonald P*(x; t:, t). Dans cette
limite ( }*)q, t de finit un coefficient du bino^me ge ne ralise (
}
*): associe aux
polyno^mes de Jack. Nous e tudions brie vement ces coefficients et la formule
du bino^me associe e, de montrant ainsi les re sultats annonce s dans [5] (voir
e galement [1] et [9]).
Donnons pour conclure le plan de cet article. Les Sections 2 et 3 e tablis-
sent nos notations. Les coefficients du bino^me ge ne ralise s sont de finis a la
Section 4. La Section 5 est consacre e a quelques re sultats combinatoires
auxiliaires. Les Sections 6 a 8 e tudient les coefficients binomiaux ( }*)q, t dans
le cas e le mentaire |}|=|*|+1. Nous obtenons une formule analytique
explicite, et associons ces coefficients a une e quation aux diffe rences finies
ainsi qu’a une formule de Pieri. Le coefficient binomial ( }1)q, t est explicite
a la Section 9. La Section 10 e tablit une formule de re currence, ce qui per-
met de traiter aux Sections 11 et 12 le cas particulier des e querres et des
rectangles. La Section 13 de montre la formule du bino^me ge ne ralise e et
compare nos re sultats a ceux de [8]. La Section 14 est consacre e au cas
limite des polyno^mes de Jack, et la Section 15 a une remarque de
Macdonald.
2. GE NE RALITE S ET NOTATIONS
Pour tout cet article la re fe rence est le chapitre 6 du livre de Macdonald
[6]. Dans cette section nous e tablissons nos notations et rappelons les
re sultats de [6] dont nous aurons besoin.
2.1. Fonctions syme triques
Une partition * est une suite de croissante finie d’entiers positifs. On dit
que le nombre n d’entiers non nuls est la longueur de *. On note
*=(*1 , ..., *n) et n=l(*). On dit que |*|=i *i est le poids de *, et pour
tout entier i que mi (*)=card( j : *j=i) est la multiplicite de i dans *. On
pose
z*= ‘
i1
i mi (*)mi (*)! .
On note *$ la partition conjugue e de * de finie par *$i=card( j : * ji). On
identifie * avec son diagramme [(i, j) : 1il(*), 1 j*i] et *$ avec le
diagramme [(i, j) : ( j, i) # *].
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On e crit *+ si |*|=|+| et si on a *1+*2+ } } } +*k+1++2+
} } } ++k pour tout k1. On de finit ainsi un ordre partiel sur les partitions
de me^me poids. On note +* lorsque +i*i pour tout i, c’est-a -dire lors-
que le diagramme de + est contenu dans celui de *. Pour toute partition *
on pose n(*)=i (i&1) *i .
Soit +* avec |+|=|*|&1. Il existe alors un entier i tel que +i=*i&1
et +j=* j ( j{i). Dans cette situation on note indiffe remment +=*(i) et
*=+(i).
Conside rons n inde termine es inde pendantes x1 , ..., xn . On note 4n
l’anneau des polyno^mes syme triques en x1 , ..., xn a coefficients dans Z. Soit
* une partition de longueur n. Le polyno^me syme trique monomial m* est
de fini par
m*(x1 , ..., xn)=:
_
x_11 } } } x
_n
n ,
ou la somme s’effectue sur toutes les permutations distinctes de *1 , ..., *n .
Les polyno^mes [m* , l(*)n] forment une base de 4n .
Pour tout entier r on note 1r la partition (1, ..., 1) de longueur r et (r)
sa conjugue e de longueur un. On pose er=m1r et pr=m(r) . A chaque parti-
tion * on associe le polyno^me syme trique
p*= ‘
l(*)
i=1
p*i= ‘
i1
pmi (*)i .
Soit mainteriant x=(x1 , x2 , ...) un ensemble infini d’inde termine es. On
appelle fonction syme trique f (x) la donne e pour tout entier n d’un poly-
no^me syme trique fn(x1 , ..., xn) # 4n , telle que
fn+1(x1 , ..., xn , 0)= fn(x1 , ..., xn).
On de finit ainsi l’anneau 4 des fonctions syme triques.
2.2. Polyno^mes de Macdonald
Soient q, t deux inde termine es inde pendantes et F=Q(q, t) le corps des
fonctions rationnelles de q et t. On note 4F=4Z Q(q, t) l’alge bre des
fonctions syme triques a coefficients dans Q(q, t). On munit 4F d’un produit
scalaire ( } , } ) q, t de fini par
(p* , p+) q, t=$*+ z* ‘
l(*)
i=1
1&q*i
1&t*i
,
avec $*+=1 si *=+ et sinon $*+=0.
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Pour toute partition * il existe une fonction syme trique unique P*(x; q, t)
# 4F telle que
(i) P*(q, t)= :
+*
u*+ m+
avec u*+ # F et u**=1,
(ii) (P*(q, t), P+(q, t)) q, t=0 si *{+.
La famille [P*(q, t)] forme une base de 4F . Soit * une partition telle que
l(*)n. La restriction P*(x1 , ..., xn ; q, t) est un polyno^me syme trique
homoge ne de degre |*| qu’on appelle polyno^me de Macdonald.
Pour toute partition * on pose
c*(q, t)= ‘
(i, j) # *
(1&q*i& j t*$j&i+1)
c$*(q, t)= ‘
(i, j) # *
(1&q*i& j+1 t*$j&i).
On de finit la ‘‘forme inte grale’’ de P*(q, t) en posant
J*(x; q, t)=c*(q, t) P*(x; q, t).
Les quantite s suivantes ont e te e value es par Macdonald:
j*(q, t)=(J*(q, t), J*(q, t)) q, t=c*(q, t) c$*(q, t) (2.1)
J*(1, t, ..., tn&1; q, t)= ‘
(i, j) # *
(ti&1&q j&1 tn). (2.2)
On note de sormais
J**(x1 , ..., xn ; q, t)=
J*(x1 , ..., xn ; q, t)
J*(1, t, ..., tn&1; q, t)
.
Cette de finition est de pendante de n. En posant
J** (x; q, t)=
J*(x; q, t)
j*(q, t)
,
on obtient la base de 4F qui est duale de la base [J*(q, t)] pour la forme
( } , } )q, t . La relation suivante sera utile. Cest une conse quence imme diate
des relations (2.3) (page 309) et (8.5) (page 353) de [6].
J** (x; 1q, 1t)=(&1)
|*| qn(*$)+|*| tn(*)J** (x; q, t). (2.3)
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2.3. q-calcul
Soit a une inde termine e. On note
(a; q)= ‘
i0
(1&aqi)
(a, q)p=
(a; q)
(aq p; q)
= ‘
p
i=1
(1&aq i&1).
Si r et s sont deux entiers, on note
\rs+q= ‘
s
i=1
1&qr&i+1
1&q i
le coefficient q-binomial classique.
3. FONCTIONS HYPERGE OME TRIQUES
Soit a une inde termine e. On introduit l’homomorphisme =a, t : 4F  F
de fini par
=a, t( pr)=
1&ar
1&tr
(r1).
On a
=a, t( p*)= ‘
l(*)
i=1
1&a*i
1&t*i
et ([6], (8.8), p. 354)
=a, t(J*(q, t))= ‘
(i, j) # *
(t i&1&aq j&1). (3.1)
Soient x et y deux ensembles infinis d’inde termine es. Si on pose
6(x, y; q, t)=‘
i, j
(txi y j ; q)
(xiy j ; q)
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on sait ([6], (2.6), p. 309, et (2.7), p. 310) qu’on a
6(x, y; q, t)=:
*
z&1* ‘
l(*)
i=1
1&t*i
1&q*i
p*(x) p*( y) (3.2)
=:
*
J*( y; q, t) J** (x; q, t). (3.3)
On introduit la ‘‘fonction hyperge ome trique ge ne ralise e’’ suivante
180(a; x; q, t)=:
*
=a, t(J*(q, t)) J** (x; q, t).
Le re sultat suivant ge ne ralise le ‘‘the ore me de Heine’’. Il a e te e tabli par
Macdonald dans un manuscrit non publie (Hypergeometric series II:
q-analogues); voir aussi [2], Theorem 3.5.
Proposition 1. On a
180(a; x; q, t)=:
*
z&1* ‘
l(*)
i=1
1&a*i
1&q*i
p*(x).
Et si l ’on spe cifie n variables x=(x1 , ..., xn),
180(a; x1 , ..., xn ; q, t)= ‘
n
i=1
(axi ; q)
(xi ; q)
.
Preuve. En vertu des relations (3.2) et (3.3), on a
180(a; x; q, t)==a, t(6(x, y; q, t))
=:
*
z&1* ‘
l(*)
i=1
1&t*i
1&q*i
(=a, t p*) p*(x).
D’ou la premie re relation. Pour e tablir la seconde, on remarque que le
membre de droite est 6(x, (1, 0, ..., 0); q, a) et on applique (3.2). K
On note de sormais
,(x; q, t)= 180(0; x; q, t)=:
*
tn(*)J** (x; q, t)
(x; q, t)= lim
a  
180(a; xa; q, t)=:
*
(&1) |*| qn(*$)J** (x; q, t).
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La Proposition 1 implique imme diatement
,(x; q, t)=:
*
z&1* ‘
l(*)
i=1
1
1&q*i
p*(x) (3.4)
(x; q, t)=:
*
z&1* ‘
l(*)
i=1
1
q*i&1
p*(x). (3.5)
Si l’on spe cifie n variables x=(x1 , ..., xn) on a aussi
,(x; q, t)= ‘
n
i=1
(x i ; q)&1
(x; q, t)= ‘
n
i=1
(xi ; q) .
4. COEFFICIENTS BINOMIAUX GE NE RALISE S
On introduit les coefficients du bino^me ge ne ralise s par la de finition sui-
vante qui est inde pendante du nombre de variables.
De finition 1. Soit * une partition. Les coefficients binomiaux ge ne ra-
lise s ( }*)q, t sont de finis par
J** (x; q, t) ,(x; q, t)=:
} \
}
*+q, t tn(})&n(*)J*} (x; q, t).
En prenant les parties homoge nes de , par (3.4), cette de finition est e qui-
valente a la suivante
J** (x; q, t) _ :
|+|= p
z&1+ ‘
l(+)
i=1
1
1&q+i
p+(x)&
= :
|}|=|*|+ p \
}
*+q, t tn(})&n(*)J*} (x; q, t). (4.1)
On introduit l’automorphisme de 4F de fini par
|q, t( p+)=(&1) |+|&l(+) ‘
l(+)
i=1
1&q+i
1&t+i
p+ .
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Cet automorphisme a e te e tudie par Macdonald ([6], p. 312). La relation
suivante est une conse quence imme diate des relations (8.6) et (8.7) de [6]
(p. 353):
|q, t(J** (q, t))=J
*
*$ (t, q).
The ore me 1. On a la relation de dualite suivante
\}*+q, t=\
}$
*$+1t, 1q .
Preuve. On applique |q, t a la relation (4.1). On a
J**$ (t, q) _ :
|+|= p
z&1+ ‘
l(+)
i=1
1
t+i&1
p+& (&1) p
= :
|}|=|*|+ p \
}
*+q, t tn(})&n(*)J*}$ (t, q).
En substituant * a *$, } a }$, et t a 1q il vient
J** (1q, 1t) _ :
|+|= p
z&1+ ‘
l(+)
i=1
1
1&q+i
p+& (&q) p
= :
|}| =|*|+ p \
}$
*$+1t, 1q qn(*$)&n(}$)J*} (1q, 1t). (4.2)
Il suffit alors d’appliquer la relation (2.3) et de comparer avec (4.1). K
The ore me 2. La de finition suivante est e quivalente a la de finition 1:
J** (x; q, t) (x; q, t)=:
}
(&1) |}|&|*| \}*+1q, 1t qn(}$)&n(*$)J*} (x; q, t).
Preuve. En portant le The ore me 1 dans la relation (4.2) on obtient
J** (1q, 1t) _ :|+|= p z
&1
+ ‘
l(+)
i=1
1
1&q+i
p+& (&q) p
= :
|}| =|*|+ p \
}
*+q, t qn(*$)&n(}$)J*} (1q, 1t).
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Il suffit de substituer q a 1q et t a 1t pour conclure, en appliquant
(3.5). K
Remarquons qu’on a ,=1. La De finition 1 et le The ore me 2 entrainent
imme diatement
:
} \
}
*+q, t \
+
}+1q, 1t (&1) |+|&|}| qn(+$)&n(}$) tn(})&n(*)=$*+ . (4.3)
En comparant la De finition (4.1) avec la de finition de ,, on a imme diatement
\}0+q, t=\
}
}+q, t=1.
Nous donnerons une expression de ( }1)q, t a la Section 9. La. Section 6
sera consacre e a l’e tude des coefficients binomiaux ( }*)q, t dans le cas e le -
mentaire |}|=|*|+1.
5. RE SULTATS COMBINATOIRES AUXILIAIRES
Les re sultats auxiliaires pre sente s dans cette section permettent d’expri-
mer en termes analytiques des expressions combinatoires.
Proposition 2. Pour toute partition * et tout 1kl(*), on a
‘
*k
j=1
1&q*k& j t*$j&k+1
1&q*k& j+1 t*$j&k+1
=
1&t
1&q*k tl(*)&k+1
‘
l(*)
i=k+1
1&q*k&*i ti&k+1
1&q*k&*i t i&k
. (5.1)
Preuve. De signons par r1>r2> } } } >rp les valeurs distinctes prises par
*j$ lorsque j varie de l a *k . On a r1=*$1=l(*) et *rp=*k . Par de finition on
a *$j=rs pour tout *rs&1< j*rs . D’ou
‘
*rs
j=*rs&1+1
1&q*k& j t*$j&k+1
1&q*k& j+1 t*$j&k+1
=
1&q*k&*rs trs&k+1
1&q*k&*rs&1 trs&k+1
.
Avec la convention *r0=0 le membre de gauche de (5.1) s’e crit donc
‘
p
s=1
1&q*k&*rs trs&k+1
1&q*k&*rs&1 trs&k+1
=
1&trp&k+1
1&q*k tr1&k+1
‘
p&1
s=1
1&q*k&*rs trs&k+1
1&q*k&*rs trs+1&k+1
. (5.2)
Par de finition on a de me^me *i=*rs pour tout rs+1<irs . D’ou
‘
rs
i=rs+1+1
1&q*k&*i t i&k+1
1&q*k&*i t i&k
=
1&q*k&*rs trs&k+1
1&q*k&*rs trs+1&k+1
.
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On en de duit que
‘
l(*)
i=k+1
1&q*k&*i ti&k+1
1&q*k&*i t i&k
= ‘
p&1
s=1
1&q*k&*rs trs&k+1
1&q*k&*rs trs+1&k+1
‘
rp
i=k+1
1&q*k&*i ti&k+1
1&q*k&*i t i&k
=
1&trp&k+1
1&t
‘
p&1
s=1
1&q*k&*rs trs&k+1
1&q*k&*rs trs+1&k+1
, (5.3)
puisque *i=*k pour tout k+1irp . On conclut par comparaison de
(5.2) et (5.3). K
Proposition 3. Soient deux partitions * et +, avec +=*(k) pour 1k
l(*). On a
c*(q, t)
c+(q, t)
=
1
1&q*k tl(*)&k+1
‘
k&1
i=1
1&q*i&*k&1 tk&i
1&q*i&*k&1 tk&i+1
‘
l(*)
i=k+1
1&q*k&*i t i&k+1
1&q*k&*i ti&k
et de me^me
c$*(q, t)
c$+(q, t)
=
1
1&q*k+1 tl(*)&k
‘
k&1
i=1
1&q*i&*k tk&i&1
1&q*i&*k tk&i
‘
l(*)
i=k+1
1&q*k&*i+1 ti&k
1&q*k&*i+1 t i&k&1
.
Preuve. On voit facilement que la contribution d’un point (i, j) # * est
la me^me pour c*(q, t) et c+(q, t), sauf si i=k ou si *j=*k+1. C’est-a -dire
si (i, j) appartient a la ligne ou a la colonne passant par (k, *k+1). On en
de duit
c*(q, t)
c+(q, t)
=
1
1&t
‘
k&1
i=1
1&q*i&*k&1 tk&i
1&q*i&*k&1 tk&i+1
‘
*k
j=1
1&q*k& j t*$j&k+1
1&q*k& j+1 t*$j&k+1
.
On applique alors la Proposition 2. La preuve de la seconde relation est
analogue. K
Proposition 4. Soient deux partitions * et +, avec +=*(k) pour
1kl(*). On a
j*(q, t)
j+(q, t)
=(1&q*k&1 t l(*)&k+1)(1&q*k t l(*)&k)
_ ‘
k&1
i=1
1&q*i&*k tk&i+1
1&q*i&*k tk&i
1&q*i&*k+1 tk&i
1&q*i&*k+1 tk&i&1
_ ‘
l(*)
i=k+1
1&q*k&*i&1 ti&k
1&q*k&*i&1 ti&k+1
1&q*k&*i ti&k&1
1&q*k&*i t i&k
.
Preuve. C’est une conse quence imme diate de (2.1) et de la Proposition 3. K
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Nous sommes alors en mesure de donner la formulation analytique sui-
vante de la formule de Pieri e tablie par Macdonald ([6], (6.24), iv, p. 341).
Proposition 5. Pour toute partition * on a
e1J*(q, t)= :
l(*)+1
k=1
c*k(q, t) J*(k)(q, t)
avec
c*k(q, t)=
1
1&q*k t l(*)&k+2
‘
k&1
i=1
1&q*i&*k tk&i&1
1&q*i&*k tk&i
‘
l(*)+1
i=k+1
1&q*k&*i t i&k+1
1&q*k&*i t i&k
.
(5.4)
Preuve. Macdonald (loc. cit.) a de montre qu’on a
e1P*(q, t)= :
l(*)+1
k=1
$(*(k)*) P*(k)(q, t)
avec
$(*(k)*)= ‘
k&1
i=1
1&q*i&*k tk&i&1
1&q*i&*k tk&i
1&q*i&*k&1 tk&i+1
1&q*i&*k&1 tk&i
.
En effet avec les notations de Macdonald, C*(k)*&R*(k)* est forme des
points (i, j) # * tels que 1ik&1 et j=*k+1. On a e videmment
c*k(q, t)=
c*(q, t)
c*(k)(q, t)
$(*(k)*).
L’expression e nonce e est alors obtenue en appliquant la Proposition 3
lorsque 1kl(*), et directement lorsque k=l(*)+1. K
Remarque. Pour 1kl(*) la relation (5.4) se simplifie et s’e crit
c*k(q, t)=
1
1&q*k t l(*)&k+1
‘
k&1
i=1
1&q*i&*k tk&i&1
1&q*i&*k tk&i
‘
l(*)
i=k+1
1&q*k&*i t i&k+1
1&q*k&*i ti&k
.
(5.5)
6. COEFFICIENTS BINOMIAUX E LE MENTAIRES
Nous revenons maintenant a l’e tude des coefficients binomiaux ( }*)q, t
dans le cas e le mentaire ou |}|=|*|+1.
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The ore me 3. Soient deux partitions * et } avec |}|=|*|+1. On a
( }*)q, t {0 seulement si *}, c’est-a -dire si }=*
(k) pour un entier k avec
1kl(*)+1. On a
e1J** (q, t)= :
l(*)+1
k=1
(1&q) tk&1 \*
(k)
* +q, t J**(k)(q, t). (6.1)
Preuve. On applique la de finition (4.1) avec p=1. On obtient
J** (q, t)
e1
1&q
= :
|}|=|*|+1 \
}
*+q, t tn(})&n(*)J*} (q, t).
Par la formule de Pieri (5.4) de Macdonald, la sommation au membre de
droite est re duite aux partitions } telles que *}. K
The ore me 4. Pour toute partition * et tout 1kl(*), on a
\ **(k)+q, t=t1&k
1&q*k t l(*)&k
1&q
‘
k&1
i=1
1&q*i&*k tk&i+1
1&q*i&*k tk&i
_ ‘
l(*)
i=k+1
1&q*k&*i ti&k&1
1&q*k&*i ti&k
.
Preuve. Le The ore me 3 implique
(1&q) tk&1 \ **(k) +q, t=
j*(q, t)
j*(k)(q, t)
c*(k)k (q, t). (6.2)
On applique alors la Proposition 4 et la Proposition 5 dans sa formulation
(5.5). K
Exemple. Soit *=(r, 1s). On a
\ r, 1
s
r&1, 1s+q, t=
1&qr ts
1&qr&1 ts
1&qr&1
1&q
(6.3)
\ r, 1
s
r, 1s&1+q, t=
1
ts
1&qr&1 ts+1
1&qr&1 ts
1&ts
1&t
. (6.4)
En particulier
\ (n)(n&1)+q, t=
1&qn
1&q
=\ nn&1+q
\ 1
n
1n&1+q, t=
1
tn&1
1&tn
1&t
=\ nn&1+1t .
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On observera qu’on a
\ **(k)+1q, 1t=tk&1q1&*k \
*
*(k)+q, t , (6.5)
et que le The ore me 4 peut se re e crire sous la forme condense e
\ **(k)+q, t=t1&l(*)
1&q*k tl(*)&k
1&q
‘
i{k
1&q*i&*k tk&i+1
1&q*i&*k tk&i
.
7. OPE RATEURS AUX DIFFE RENCES FINIES
Jusqu’a la fin de cette section, on spe cifie n variables x=(x1 , ..., xn).
Pour tout 1in, on pose
Ai (x; t)= ‘
n
j=1
j{i
tx i&xj
xi&xj
.
Proposition 6. On a
(a) :
n
i=1
Ai (x; t)=
1&tn
1&t
(b) :
n
i=1
xiA i (x; t)=tn&1 :
n
i=1
xi
(c) :
n
i=1
1
x i
Ai (x; t)= :
n
i=1
1
xi
.
Preuve. Les deux premie res relations sont donne es a l’exemple 2, p. 319
de [6]. La troisie me s’obtient en substituant 1xi a xi et t a 1t dans la
seconde. K
On note 4nF l’alge bre de polyno^mes syme triques en x1, ..., xn a coeffi-
cients dans F. On introduit les ope rateurs suivants qui ope rent dans 4nF .
Pour tout u # F et tout 1in, on note Tu, i l’ope rateur de de calage
de fini par
(Tu, i f )(x1 , ..., xn)= f (x1 , ..., ux i , ..., xn).
L’ope rateur de q-de rivation partielle ux i est de fini par

u xi
=
Tu, i&1
(u&1) x i
.
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On a facilement

u xi
fg=\ ux i f+ g+(Tu, i f ) \

u xi
g+ . (7.1)
Pour tout entier k0 on introduit l’ope rateur aux diffe rences finies
Ek(x; q, t)= :
n
i=1
xki Ai (x; t)

qxi
.
On sait ([6], page 322) que les polyno^mes de Macdonald sont fonctions
propres de l’ope rateur E1(x; q, t). On a
E1(x; q, t) P*(x; q, t)=tn&1e*(q, t) P*(x; q, t) (7.2)
avec
e*(q, t)= :
(i, j) # *
q j&1 t1&i.
Dans la suite de cet article, on e crira parfois Ek pour Ek(x; q, t).
Proposition 7. On a
E0(x; q, t)=
1
q&1 \ :
n
i=1
1
x i
(A i (x; t)Tq, i&1)+
E1(x; q, t)=
1
q&1 \ :
n
i=1
Ai (x; t) Tq, i&
1&tn
1&t + .
Preuve. Conse quence e le mentaire de la Proposition 6. K
On de signe par e+1 (resp. e
&
1 ) l’ope rateur de multiplication par e1(x)=
ni=1 xi (resp. 
n
i=1 1xi).
Proposition 8. On a
(a) (q&1) E2=[E1 , e+1 ]&t
n&1e+1
(b) (1&q) E0=q[E1 , e&1 ]+e
&
1 .
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Preuve. Pour tout f # 4nF la relation (7.1) implique
[E1 , e+1 ] f = :
n
i=1
xi Ai (x; t) Tq, i f
=(q&1) :
n
i=1
x2i Ai (x; t)
f
qxi
+ f :
n
i=1
x iAi (x; t)
[E1 , e&1 ] f = :
n
i=1
xi Ai (x; t) Tq, i f

qx i \ :
n
i=1
1
xi +=&
1
q
:
n
i=1
1
xi
Ai (x; t) Tq, i f
=
1&q
q
:
n
i=1
Ai (x; t)
f
q xi
&
1
q
f :
n
i=1
1
xi
Ai (x; t).
On applique la Proposition 6. K
Propositon 9. Pour toute partition * de longueur n, on a
E2(x; q, t) J** (x; q, t)=t
n&1 :
l(*)+1
k=1 \
*(k)
* +q, t (tk&1&q*k) J**(k)(x; q, t).
Preuve. En vertu de la Proposition 8 (a) et des relations (6.1) et (7.2),
le membre de gauche est e gal a
tn&1 :
l(*)+1
k=1 \
* (k)
* +q, t tk&1(1+e*(q, t)&e*(k)(q, t)) J**(k)(x; q, t).
Mais on a
e*(k)(q, t)&e*(q, t)=q*k t1&k. K
Proposition 10. Au point x0=(1, t, ..., tn&1) on a
Ek(x0 ; q, t) P*(x0 ; q, t)=tk(n&1)e*(q, t) P*(x0 ; q, t).
Preuve. Au point x0 on a visiblement
Ai (x0 ; t)=0 (1in&1)
Ek(x0 ; q, t)=tk(n&1)An(x0 ; t)

qxn
.
On applique la relation (7.2). K
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8. E QUATION AUX DIFFE RENCES FINIES
Jusqu’a la fin de cette section, on spe cifie n variables x=(x1 , ..., xn).
The ore me 5. Pour toute partition * de longueur n, on a
E0(x; q, t) J**(x; q, t)= :
l(*)
k=1 \
*
*(k) +q, t J**(k)(x; q, t).
Remarque. Le the ore me 5 e tablit que les coefficients binomiaux ( **(k))q, t
sont e gaux, au facteur t1&k pre s, a ceux introduits par Kaneko [2]. Notre
de monstration simplifie conside rablement celle de [2].
Nous allons proce der en deux e tapes et de montrer d’abord la proprie te
remarquable suivante.
The ore me 6. Pour toute partition * de longueur n, on a
E0(x; q, t) J**(x; q, t)= :
l(*)
k=1
ck(n) J**(k)(x; q, t)
ou les coefficients ck(n) de pendent de n et restent a de terminer.
Preuve. 0n a e videmment
e&1 P*(x; q, t)=\ :
n
i=1
1
x i+ P*(x; q, t)=
en&1(x)
en(x)
P*(x; q, t).
En vertu de la formule de Pieri de montre e par Macdonald ([6], (6.24),
page 340), le membre de droite s’e crit
1
en(x)
:
+
a+P+(x; q, t),
ou + est une partition telle +"* soit une (n&1)-bande verticale. En
particulier + est de longueur n ou n&1.
Appliquons la Proposition 8 (b). Nous obtenons, en e crivant e* pour
e*(q, t):
(1&q) E0 P*=q :
+
a+E1 \P+en ++(1&qtn&1e*) e&1 P* .
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Maintenant on a
E1 \P+en += :
n
i=1
x iAi (x; t) \ qx i \
1
en+ P++
1
qen

qx i
P++
=
1
q _tn&1e+&\ :
n
i=1
Ai (x; t)+& P+en
ou la seconde relation re sulte de (7.2) et de

qxi \
1
en+=&
1
qxi en
.
Finalement on a, en appliquant la Proposition 6(a),
(1&q) E0 P*=:
+
a+ _tn&1(e+&qe*)+t
n&t
1&t &
P+
en
.
Montrons qu’au membre de droite la sommation est re duite aux
partitions + de longueur n. En effet si + est de longueur n&1, on a
e*(q, t)= :
l(*)
i=1
:
*i
j=1
q j&1 t1&i
e+(q, t)= :
l(*)
i=1
:
*i+1
j=1
q j&1 t1&i+ :
n&1
i=l(*)+1
t1&i.
D’ou
e+(q, t)&qe*(q, t)= :
n&1
i=1
t1&i=t2&n
1&tn&1
1&t
,
et l’assertion.
Lorsque la partition + est de longueur n et s’e crit +=(+1 , ..., +n), on sait
par la proprie te (4.17). page 325, de [6] que
P+(x; q, t)
en(x)
=P(+1&1, ..., +n&1)(x; q, t).
On a +i=*i+1 sauf pour un entier i0 , pour lequel on a +i0=* i0 . La parti-
tion (+1&1, ..., +n&1) est donc e gale, a *(i0) . K
On note D l’ope rateur adjoint de la multiplication par e1 pour la forme
( } , } )q, t :
(Df, g) q, t=( f, e1g) q, t ( f, g # 4F).
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Proposition 11. Pour toute partition *, on a
DJ*(q, t)=(1&q) :
l(*)
k=1
tk&1 \ **(k)+q, t J*(k)(q, t).
Preuve. Par de finition on a
(DJ*(q, t), J*+ (q, t) ) q, t=(J*(q, t), e1J
*
+ (q, t)) q, t
c’est-a -dire
DJ*(q, t)=:
+
(J*(q, t), e1J*+ (q, t)) q, t J+(q, t).
On applique le The ore me 3. K
Proposition 12. Le coefficient de xn+1 dans J*(x, xn+1 ; q, t) est
[(1&t)(1&q)] DJ*(x; q, t).
Preuve. Rappelons la notion de fonction syme trique gauche Q*+ de finie
par Macdonald ([6], page 344) par
(Q*+(q, t), f ) q, t=
1
c$*(q, t)
( J*(q, t), P+(q, t) f ) q, t ( f # 4F).
Par la de finition de D on a
DJ*(q, t)=c$*(q, t) Q*[1](q, t).
Par la relation (7.9) de [6] (p. 345) on a
J*(x, xn+1 ; q, t)=:
+
c$*(q, t)
c$+(q, t)
Q*+(x; q, t) J+(xn+1; q, t).
Mais J+(xn+1 ; q, t) est non nul seulement si + est de longueur un, c’est-a -
dire +=(k) et alors J+(xn+1 ; q, t)=akxkn+1 , pour une constante ak . Fina-
lement le coefficient de xn+1 dans J*(x, xn+1 ; q, t) est
a1
c$*(q, t)
c$1(q, t)
Q*[1] (x; q, t)=
a1
c$1(q, t)
DJ*(x; q, t). K
Proposition 13. On a
E0(x, xn+1 ; q, t) J*(x, xn+1 ; q, t)|xn+1=0
=tE0(x; q, t) J*(x; q, t)+(1&t) :
l(*)
k=1 \
*
*(k) +q, t tk&1J*(k)(x; q, t).
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Preuve. On a clairement
An+1(x, xn+1 ; t)| xn+1=0=1
Ai (x, xn+1 ; t)| xn+1=0=tAi (x; t) (1in)
E0(x, xn+1 ; q, t) J*(x, xn+1 ; q, t)|xn+1=0
=tE0(x; q, t) J*(x; q, t)+

q xn+1
J*(x, xn+1 ; q, t)}xn+1=0 .
On applique les Propositions 11 et 12. K
Preuve du The ore me 5. Il s’agit de de terminer les coefficients ck(n) du
The ore me 6. La Proposition 13 implique imme diatement
J*(1, t, ..., tn)
J*(k)(1, t, ..., t
n)
ck(n+1)=t
J*(1, t, ..., tn&1)
J*(k)(1, t, ..., , t
n&1)
ck(n)+(1&t) tk&1 \ **(k)+q, t .
Soit encore en vertu de (2.2)
(tk&1&q*k&1 tn+1) ck(n+1)
=t(tk&1&q*k&1 tn) ck(n)+(1&t) tk&1 \ **(k)+q, t .
Cette relation de re currence posse de une solution inde pendante de n. K
Nous aurons ulte rieurement besoin d’exprimer le The ore me 5 en utilisant
les ope rateurs Tq, i au lieu des ope rateurs qxi.
The ore me 5 bis. Pour toute partition * de longueur n, on a
_ :
n
i=1
1
xi \Ai (x; t) Tq, i&1+&t1&n :
n
i=1
Ai (x; t) Tq, i& J**(x; q, t)
=(q&1) :
l(*)
k=1 \
*
*(k)+q, t J**(k)(x; q, t)
&\(q&1) e*(q, t)+t1&n 1&t
n
1&t + J **(x; q, t).
Preuve. Conse quence imme diate du The ore me 5, de la relation (7.2) et
de la Proposition 7. K
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Donnons pour terminer une conse quence inte ressante du The ore me 5.
On introduit la fonction hyperge ome trique ge ne ralise e a deux variables
F(x, y; q, t)=:
*
tn(*)J** (x; q, t) J**( y; q, t).
Cette de finition est de pendante de l’entier n.
The ore me 7. On a
E0( y; q, t) F(x, y; q, t)=
1
1&q
e1(x) F(x, y; q, t).
Preuve. Il suffit de comparer les The ore mes 3 et 5. K
9. LE CAS PARTICULIER *=1
Nous sommes maintenant en mesure de calculer ( }1)q, t . Par la De finition
1, on a d’une part
e1
1&q
,(q, t)=:
} \
}
1+q, t tn(})J*} (q, t) (9.1)
Mais d’autre part la de finition de , implique
e1
1&q
,(q, t)=
1
1&q
:
*
tn(*)e1J** (q, t)
=:
*
tn(*) :
l(*)+1
k=1 \
*(k)
* +q, t tk&1J**(k)(q, t)
=:
}
tn(}) \ :
l(})
i=1 \
}
}(i)+q, t+ J*} (q, t) (9.2)
ou la seconde e galite re sulte du The ore me 3. En identifiant les coefficients
de J*} (q, t) dans les de veloppements (9.1) et (9.2), on obtient
\}1+q, t= :
l(})
i=1 \
}
}(i) +q, t . (9.3)
Maintenant au point x0=(1, t, ..., tn&1) on a gra^ce a la Proposition 10
E0(x0 ; q, t) J*} (x0 ; q, t)=e} (q, t) J*} (x0 ; q, t)= :
(i, j) # }
q j&1 t1&i.
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Et d’apre s le The ore me 5
E0(x0 ; q, t) J*} (x0 ; q, t)= :
l(})
i=1 \
}
}(i)+q, t .
Par comparaison avec (9.3) on voit qu’on a de montre le
The ore me 8. Pour toute partition } on a
\}1+q, t= :
l(})
i=1 \
}
}(i)+q, t= :(i, j) # } q
j&1t1&i.
10. RELATIONS DE RE CURRENCE
Le but de cette section est d’e tablir deux relations de re currence entre
les diffe rents coefficients binomiaux ge ne ralise s. On spe cifie n variables
x=(x1 , ..., xn) et on note pour simplifier
,=,(x; q, t)= ‘
n
i=1
(xi ; q)&1
E1,=E1(x; q, t) ,(x; q, t).
Proposition 14. Pour toute partition * on a
E1(J** ,)&(E1J
*
* ) ,=t
n&1, \ :
l(*)+1
k=1 \
*(k)
* +q, t q*kJ**(k)+ .
Preuve. En utilisant

qxi
((xi ; q)&1 )=
1
1&q
(xi ; q)&1
et la Proposition 6 (b), on a
E1,= :
n
i=1
x i Ai (x; t)
,(x; q, t)
1&q
=
1
1&q
tn&1e1,.
En vertu de (7.1) on en de duit
E1(J** ,)=
1
1&q
tn&1e1J** ,+ :
n
i=1
x iAi (x; t)(Tq, i,)

q xi
J** .
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Maintenant on a facilement
Tq, i,(x; q, t)=(1&xi) ,(x; q, t).
D’ou
E1(J** ,)=
1
1&q
tn&1e1J** ,+\ :
n
i=1
xiAi (x; t)(1&xi)

qx i
J** + ,
=
1
1&q
tn&1e1J** ,+(E1J
*
* ) ,&(E2J
*
* ) ,.
Le The ore me 3 et la Proposition 9 permettent de conclure. K
The ore me 9. Soient } et * deux partitions arbitraires. On a ( }*)q, t {0
seulement si *}. On a
\ :
(i, j) # }"*
q j&1 t1&i+\}*+q, t= :
l(*)+1
k=1 \
}
*(k)+q, t \
* (k)
* +q, t q*k t1&k
Preuve. On part de la De finition 1. En appliquant l’ope rateur E1(x; q, t)
a chaque membre, et en tenant compte de la Proposition 14, on obtient
:
} \
}
*+q, t tn(})&n(*)(e} (q, t)&e*(q, t)) J*} (q, t)
= :
l(*)+1
k=1 \
*(k)
* +q, t q*k :+ \
+
*(k)+q, t tn(+)&n(*
(k))J*+ (q, t).
En identifiant les coefficients de J*} (q, t) dans chaque membre, on obtient
(e}(q, t)&e*(q, t)) \}*+q, t= :
l(*)+1
k=1 \
*(k)
* +q, t q*k \
}
*(k)+q, t t1&k.
Cette relation de re currence implique que ( }*)q, t {0 seulement si *}.
En effet ceci est ve rifie si |}|&|*|=1. Or la relation de re currence implique
que si ( }*)q, t {0 il existe au moins un (
}
*(k))q, t {0. Une re currence croissante
sur |}|&|*| permet donc de conclure. K
De manie re analogue on a le
The ore me 9Bis. Soient } et * deux partitions arbitraires. On a
\ :
(i, j) # }"*
q j&1 t1&i+\}*+1q, 1t= :
l(})
i=1 \
}
}(i) +1q, 1t \
}(i)
* +1q, 1t q}i&1t1&i.
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Preuve. On part du The ore me 2 qu’on e crit
J** (x; q, t)=:
}
(&1) |}|&|*| \}*+1q, 1t qn(}$)&n(*$)J*} (x; q, t) ,(x; q, t).
On applique l’ope rateur E1(x; q, t) a chaque membre, puis la Proposition 14.
On a facilement
:
}
(&1) |}|&|*| \}*+1q, 1t qn(}$)&n(*$)(e*(q, t)&e} (q, t)) J*} (q, t) ,
=:
}
(&1) |}| &|*| \}*+1q, 1t qn(}$)&n(*$), \ :
l(})+1
i=1 \
} (i)
} +q, t q}iJ*}(i)(q, t))+ .
Il suffit alors d’identifier les coefficients dans chaque membre, en tenant
compte de la relation (6.5). K
Remarque 1. Chacune des relations des The ore me 9 et 9 bis se re duit
a une identite triviale lorsque *=}(i)(1il(})). Lorsque *=0 on
retrouve les deux e galite s du The ore me 8.
Remarque 2. Chacun des The ore mes 9 ou 9 bis permet en principe de
calculer tous les coefficients binomiaux par re currence sur l’entier |}|&|*|,
puisque les coefficients binomiaux e le mentaires ( *
(k)
* )q, t ou (
}
}(i) )1q, 1t sont
explicitements connus. Nous allons maintenant utiliser cette me thode dans
les situations ou } est une e querre ou un rectangle.
11. LE CAS DES E QUERRES
Nous explicitons d’abord la valeur de ( }*)q, t lorsque } est une e querre
(r, 1s). Toute partition *} est alors une e querre (r$, 1s$), avec 1r$r et
0s$s.
The ore me 10. Avec les notations pre ce dentes, on a
\}*+q, t=\
r&1
r$&1+q \
s
s$+1t ts$&s
_
(1&qr ts$)(1&qr$&1 ts+1)&qr$ ts$(1&qr&r$)(1&ts&s$)
(1&qr$ ts$)(1&qr$&1 ts$+1)
.
Preuve. Par re currence de croissante sur |*|=r$+s$. La relation est e vi-
dente si *=}. Si on la suppose vraie pour toutes les e querres *=(r$, 1s$)
telles que r$+s$=N, la relation de re currence donne ( }*)q, t pour toutes les
e querres * avec r$+s$=N&1. On a en effet
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\ r, 1
s
r$, 1s$+q, t \qr$
1&qr&r$
1&q
+t&s
1&ts&s$
1&t +
=\ r, 1
s
r$+1, 1s$+q, t \
r$+1, 1s$
r$, 1s$ +q, t qr$+\
r, 1s
r$, 1s$+1+q, t \
r$, 1s$+1
r$, 1s$ +q, t t&s$&1
=\ r, 1
s
r$+1, 1s$+q, t
1&qr$+1ts$
1&q
1&qr$
1&qr$ts$
qr$
+\ r, 1
s
r$, 1s$+1+q, t
1&qr$&1ts$+2
1&t
1&ts$+1
1&qr$&1ts$+1
t&2(s$+1),
ou la dernie re relation re sulte des expressions (6.3) et (6.4). Si on pose
\ r, 1
s
r$, 1s$+q, t=\
r&1
r$&1+q \
s
s$+1t ts$&s
v(r$, s$)
(1&qr$ts$)(1&qr$&1ts$+1)
un calcul e le mentaire, laisse au lecteur, montre que la relation pre ce dente
devient
[qr$(1&qr&r$)(1&t)+t&s(1&q)(1&ts&s$)](1&qr$ts$+1) v(r$, s$)
=qr$(1&t)(1&qr$&1ts$+1)(1&qr&r$) v(r$+1, s$)
+t&s(1&q)(1&qr$ts$)(1&ts&s$) v(r$, s$+1).
Le the ore me sera de montre si on e tablit que
v(r$, s$)=(1&qrts$)(1&qr$&1ts+1)&qr$ts$(1&qr&r$)(1&ts&s$)
satisfait cette relation de re currence. Pour cela posons a=ts&s$, b=qr&r$ et
c=qr$ts. La relation pre ce dente devient
[c(1&b)(1&t)+(1&a)(1&q)] \1&tca +
__\1&bca +\1&
tc
q +&
c
a
(1&b)(1&a)&
=c(1&t) \1& tcqa+ (1&b) _\1&
bc
a + (1&tc)&
qc
a \1&
b
q+ (1&a)&
+(1&q) \1&ca+ (1&a) _\1&
tbc
a +\1&
tc
q +&
tc
a
(1&b) \1&at+& .
Cette identite est aise ment ve rifie e, par exemple au moyen d’un logiciel de
calcul formel comme Maple. K
312 MICHEL LASSALLE
12. LE CAS DES RECTANGLES
Nous calculons maintenant ( }*)q, t lorsque } est un rectangle (k
n), c’est-a -
dire l(})=n et }1= } } } =}n=k.
The ore me 11. Avec les notations pre ce dentes, on a
\}*+q, t=(&qk t1&n) |*|
tn(*)
qn(*$)
=q&k, t (J*(q, t)) J** (1, t, ..., t
n&1; q, t)
= ‘
(i, j) # *
ti&n
t i&1&q j&1 tn
1&q*i& j t*$j&i+1
1&qk& j+1 t i&1
1&q*i& j+1 t*$j&i
.
Preuve. Par re currence de croissante sur |*|. La proprie te est aise ment
ve rifie e pour *=(kn). Si on la suppose vraie pour toutes les partitions *
avec |*|=N, la relation de re currence explicite ( k
n
* )q, t pour toutes les parti-
tions * avec |*|=N&1. On a en effet
\k
n
* +q, t \t1&n
1&tn
1&t
1&qk
1&q
&e*(q, t)+= :
l(*)+1
i=1 \
kn
*(i)+q, t \
*(i)
* +q, t q*i t1&i.
Mais les relations (3. 1) et (2.2) impliquent
=q&k, t(J*(i)(q, t))==q&k, t (J*(q, t))(t i&1&q*i&k)
(12.1)
J*(i)(1, t, ..., tn&1; q, t)=J*(1, t, ..., tn&1; q, t)(ti&1&q*i tn).
Le The ore me sera donc e tabli si l’on prouve
e*(q, t)&t1&n
1&tn
1&t
1&qk
1&q
= :
l(*)+1
i=1
qk&*i t i&n(ti&1&q*i&k)(t i&1&q*i tn) q*i t1&i
j*(q, t)
j*(i)(q, t) \
*(i)
* +q, t .
Compte-tenu de (6.2) cette relation est e quivalente a
(1&q&k)
1&tn
1&t
+q&k tn&1(1&q) e*(q, t)
= :
l(*)+1
i=1
(ti&1&q*i&k)(t i&1&q*i tn) t1&ic*i (q, t).
Mais c’est une conse quence imme diate de la proposition suivante. K
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Proposition 15. Pour toute partition *, on a
:
l(*)+1
i=1
q*i c*i (q, t)= :
l(*)+1
i=1
ti&1c*i (q, t)=
1
1&t
:
l(*)+1
i=1
q2*i t1&ic*i (q, t)=
1
1&t
+
1&q
q
e*(q, t).
Preuve. Les deux premie res relations re sultent facilement de la de finition
de c*i (q, t).On a en effet
e1(1, t, ..., tn&1) J*(1, t, ..., tn&1; q, t)= :
l(*)+1
i=1
c*i (q, t) J*(i)(1, t, ..., t
n&1; q, t).
D’ou en utilisant (2.2),
:
l(*)+1
i=1
(ti&1&q*i tn) c*i (q, t)=
1&tn
1&t
et on identifie dans chacun des membres les contributions inde pendantes
de n.
Pour de montrer la troisie me relation, e crivons la Proposition 9 au point
x0=(1, t, ..., tn&1). Nous obtenons
E2(x0 ; q, t) J** (x0 ; q, t)=t
n&1 :
l(*)+1
i=1 \
*(i)
* +q, t(ti&1&q*i) J**(i)(x0 ; q, t).
Soit encore en vertu de la Proposition 10 et de la relation (6.2),
(q&1) tn&1e*(q, t) J*(x0 ; q, t)= :
l(*)+1
i=1
(q*i t1&i&1) c*i (q, t) J*(i)(x0 ; q, t).
D’ou gra^ce a (12.1),
(q&1) tn&1e*(q, t)= :
l(*)+1
i=1
(q*i t1&i&1)(ti&1&q*i tn) c*i (q, t).
En de veloppant le membre de droite, on obtient la troisie me relation
annonce e. K
Spe cifions maintenant n variables x=(x1 , ..., xn) et conside rons la fonc-
tion 180(a; x; q, t) introduite a la Section 3. En vertu de la Proposition 1,
on a
180(q&k; qkx; q, t)= ‘
n
i=1
(xi ; q)
(qkx i ; q)
.
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Soit encore d’apre s la de finition de 180 ,
:
*
=q&k, t (J*(q, t)) qk |*|J** (x; q, t)= ‘
n
i=1
(xi ; q)k .
Compte-tenu du The ore me 11, ceci s’e crit
‘
n
i=1
(xi ; q)k= :
*kn \
kn
* +q, t (&1) |*|
qn(*$)
tn(*)
t (n&1) |*|J**(x; q, t). (12.2)
Cette relation est une premie re ge ne ralisation de la formule q-binomiale
classique
(x; q)k= :
k
l=0 \
k
l +q ql(l&1)2(&x)l,
que nous allons maintenant e tendre au cas le plus ge ne ral.
13. FORMULE DU BINO ME GE NE RALISE
Jusqu’a la fin de cette section, on spe cifie n variables x=(x1 , ..., xn).
Plusieurs auteurs [3, 7, 10, 11] ont simultane ment introduit la notion de
polyno^me de Macdonald ‘‘de cale ’’. Pour toute partition *, de longueur infe -
rieure ou e gale a n, on de signe ainsi l’unique polyno^me P*
t
(xi , ..., xn ; q, t)
qui est
(i) syme trique dans les variables xi t1&i (1in),
(ii) de degre |*| ,
(iii) tel que P*
t
(q+1, ..., q+n; q, t){0 O *+, et P*
t
(q*1, ..., q*n; q, t){0.
Nous aurons besoin des deux re sultats suivants qui ont e te de montre s
par Okounkov [8]. D’une part on a
P*
t
(x1 , ..., xn ; q, t)
=P*(x1 , t&1x2 , ..., t1&nxn ; q, t)+termes de degre infe rieur,
et
P*
t
(0; q, t)=(&1) |*|
qn(*$)
tn(*)
P*(1, t&1, ..., t1&n; q, t). (13.1)
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D’autre part il existe un ope rateur aux diffe rences finies D (u; q, t) tel que
D (u: q, t) P*
t
(x; q, t)= ‘
n
i=1
(q&*i t i&1&utn&1) P*
t
(x: q, t). (13.2)
Okounkov [8] a donne 1’expression explicite suivante de D (u; q, t):
D (u; q, t)=\‘
n
i=1
1
xi+ :I/[1, 2, ..., n] (&1)
|I | t (n&|I | )(n&|I |&1)2
_‘
i # I
(1&xi tn&i) ‘
i  I
(1&ux i tn&i)
_ ‘
i # I, j  I
x i&xj t i& j+1
x i&x j t i& j
‘
i # I
T1q, i .
Nous allons de montrer la formule du bino^me ge ne ralise e suivante.
The ore me 12. Pour toute partition *, de longueur infe rieure ou e gale
a n, on a
P*
t
(x1 , ..., xn ; 1q, 1t)
P*
t
(0; 1q, 1t)
=:
+ \
*
++q, t
qn(+$)
tn(+)
(&1) |+| J +*(x1 , tx2 , ..., tn&1xn ; q, t).
(13.3)
Une formule analogue a e te obtenue par Okounkov [8]. Le The ore me 12
de montre ainsi que les coefficients binomiaux que nous avons introduits
dans cet article sont les me^mes que ceux de [8].
Avant de de montrer le The ore me 12, notons que lorsque *=(kn), on a
la
Proposition 16. On a
Pk n
t
(x1 , ..., xn ; q, t)
Pk n
t
(0; q, t)
= ‘
n
i=1
(x i tn&i; 1q)k .
Preuve. On utilise la Proposition 4.2 de [7] qui implique
Pk n
t
(x1 , ..., xn ; q, t)
Pkn
t
(0; q, t)
= ‘
n
i=1
(1&xi tn&i)
P(k&1)n
t
(x1 q, ..., xn q; q, t)
P (k&1)n
t
(0; q, t)
.
L’assertion se de montre alors par re currence sur k, le cas k=1 e tant connu
par l’Exemple 5.5 de [7]. K
On voit ainsi que la relation (12.2) n’est autre que le The ore me 12 dans
le cas particulier *=(kn).
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Preuve du The ore me 12. Notons R* (x; 1q, 1t) le membre de gauche
de (13.3). C’est un polyno^me syme trique dans les variables z=(z1 , ..., zn)
avec zi=xi ti&1. On peut donc e crire son de veloppement sur les polyno^mes
de Macdonald, de la forme
R*(x; 1q, 1t)=:
+
c*+
qn(+$)
tn(+)
(&1) |+| )J+*(z; q, t) (13.4)
Les coefficients c*+ sont a de terminer. On a e videmment c*0=1, et en appli-
quant (13.1), c**=1.
Notons C(q, t) le coefficient de un&1 dans D (u; 1q, 1t). En vertu de
(13.2), on a
C(q, t) R*(x; 1q, 1t)=(&1)n&1 t&(n&1)(n&1) \ :
n
i=1
q*i t1&i+ R*(x; 1q, 1t).
(13.5)
L’ope rateur C(q, t) s’ e crit explicitement
C(q, t)=\‘
n
i=1
1
xi+ _t&n(n&1)2(&1)n&1 :
n
i=1
‘
n
j=1
j{i
xj t j&n
&t&(n&1)(n&2)2(&1)n&1 :
n
i=1
(1&x i t i&n) ‘
n
j=1
j{i
xj t j&n
_ ‘
n
j=1
j{i
x i&x j t j&i&1
xi&xj t j&i
Tq, i&
=(&1)n&1 t&n(n&1)2 _t&n(n&1)2 :
n
i=1
1
xi t i&n
&t&(n&1)(n&2)2
_ :
n
i=1
1&xi t i&n
x it i&n
t1&n ‘
n
j=1
j{i
tix i&t j&1x j
t i&1xi&t j&1xj
Tq, i&
=(&1)n&1 t&(n&1)(n&1) _ :
n
i=1
1
zi
&\ 1zi &t1&n+ Ai (z; t) Tq, i & .
Appliquons alors le The ore me 5bis. On obtient
C(q, t) J+*(z; q, t)=(&1)n&1 t&(n&1)(n&1) \_(q&1) e+(q, t)+t1&n 1&t
n
1&t &
_J+*(z; q, t)&(q&1) :
l(+)
k=1 \
+
+(k) +q, t J*+(k)(z; q, t)+ .
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Conside rons maintenant le de veloppement (13.4), et appliquons lui l’ope -
rateur C(q, t). En vertu de la relation (13.5) on obtient
\ :
n
i=1
q*i t1&i+ :* c*+
qn(+$)
tn(+)
(&1) |+|J+*(z; q, t)
=\:* c*+
qn(+$)
tn(+)
(&1) |+| _(q&1) e+(q, t)+t1&n 1&t
n
1&t & J+*(z; q, t)+
&(q&1) :
*
c*+
qn(+$)
tn(+)
(&1) |+| :
l(+)
k=1 \
+
+(k)+q, t J*+(k)(z; q, t).
En identifiant les coefficients de J+* dans chacun des membres, on obtient
la relation de re currence suivante pour les coefficients c*+ :
_ :
n
i=1
q*i t1&i&(q&1) e+(q, t)&t1&n
1&tn
1&t & c*+
=(q&1) :
l(+)+1
k=1
c*+(k ) \+
(k)
+ +q, t q+k t1&k. (13.6)
Mais on a
tn&1 :
n
i=1
q*i t1&i&
1&tn
1&t
= :
n
i=1
(q*i&1) tn&i=(q&1) tn&1e*(q, t).
La relation de re currence (13.6) peut donc se re e crire
(e*(q, t)&e+(q, t)) c*+= :
l(+)+1
k=1
c*+(k ) \+
(k)
+ +q, t q+k t1&k. (13.7)
Nous sommes alors en mesure de prouver le the ore me, c’est-a -dire la
relation
c*+=\ *++q, t .
La proprie te s’e tablit par une re currence de croissante, sur |+|. On a vu
qu’elle est vraie pour +=*. Si on la suppose vraie pour toute partition +
telle que |+|=N, elle est e galement vraie pour |+|=N&1. Il suffit en effet
de comparer la relation de re currence (13.7) avec le The ore me 9. K
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Corollaire. Pour toute partition * de longueur infe rieure ou e gale a n,
on a inversement
J**(x1 , tx2 , ..., tn&1xn ; q, t)
=:
+ \
*
++1q, 1t
tn(+)
qn(+$)
(&1) |+|
P+
t
(x1 , ..., xn ; 1q, 1t)
P+
t
(0, 1q, 1t)
.
Preuve. En vertu du The ore me 9 la matrice
\\*++1q, 1t
tn(+)
qn(+$)
(&1) |+|+*, +
est triangulaire (par rapport a l’ordre partiel associe a l’inclusion ), et en
vertu de la relation (4.3) son inverse est la matrice
\\*++q, t
qn(+$)
tn(+)
(&1) |+|+*, + . K
14. POLYNO MES DE JACK
Dans cette section nous explicitons brie vement les conse quences des
re sultats pre ce dents en ce qui concerne les polyno^mes de Jack. La re fe rence
est la section 10 du chapitre 6 de [6] (voir aussi [12]). Les re sultats
que nous allons pre ciser ont e te auparavant annonce s dans [5]. Une
de monstration en a e te ulte rieurement donne e dans [1]. Une nouvelle
approche a re cemment e te pre sente e dans [9].
La ‘‘forme inte grale’’ des fonctions syme triques de Jack est de finie pour
toute partition * par
J*(x; :)=lim
t  1
J* \ x1&t; t:, t+ ,
ou x est un ensemble infini d’inde termine es et : un nombre re el >0.
On a
(J*(:), J+(:)) := j*(:) $*+ ,
ou le produit scalaire, ( } , } ) : est de fini par
(p* , p+) :=lim
t  1
(p* , p+) t :, t=$*+ z*:l(*).
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On note
J** (x, :)=
J*(x; :)
j*(:)
J**(x; :)=
J*(x; :)
J*(1, 1, ..., 1; :)
.
On introduit la fonction
,(x; :)=:
*
: |*|J** (x; :),
et on de finit les coefficients binomiaux ( }*): par la relation suivante
J** (x; :) ,(x; :)=:
}
: |}|&|*| \}*+: J*} (x; :).
On voit facilement qu’on a
J** (x; :))= lim
t  1
J** ((1&t) x; t
:, t)
,(x; :)= lim
t  1
,((1&t:) x; t:, t)=exp(e1(x))
\}*+:= limt  1 \
}
*+ t:, t .
D’ou la relation de dualite (The ore me 2)
\}*+:=\
}$
*$+1: ,
et l’expression analytique suivante des coefficients binomiaux e le mentaires
(The ore me 4)
\ **(k)+:=\*k+
1
:
(l(*)&k)+ ‘
l(*)
j=1
j{k
:(*k&*j)+ j&k&1
:(*k&*j)+ j&k
.
Spe cifions n variables x=(x1 , ..., xn). On introduit les ope rateurs
diffe rentiels Ek(x) de finis par
Ek(x)= :
n
i=1
xki

xi
=lim
t  1
Ek(x; t:, t).
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La Proposition 9 et le The ore me 6 entrai^nent
E0J**(x; :)= :
l(*)
i=1 \
*
*(i)+: J**(i)(x; :)
E1J*(x; :)=|*| J*(x; :) (14.1)
E2J** (x; :)= :
l(*)+1
i=1 \
*(i)
* +: (:*i&i+1)J**(i)(x; :).
Si l’on introduit la fonction hyperge ome trique ge ne ralise e a deux
variables
F(x, y; :)=:
*
: |*|J** (x; :) J**( y; :)= lim
t  1
F((1&t:) x, y; t:, t)
on a
E0( y) F(x, y; :)=e1(x) F(x, y; :).
Enfin les coefficients binomiaux satisfont la relation de re currence des
The ore me 9 et 9bis.
( |}|&|*| ) \}*+:= :
l(*)+1
i=1 \
}
*(i)+: \
*(i)
* +: ,
= :
l(})
i=1 \
}
}(i)+: \
}(i)
* +: (14.2)
qui permet en principe de les calculer tous explicitement par re currence sur
|}|&|*|.
En particulier si } est l’e querre (r, 1s) et *} l’e querre (r$, 1s$) avec
1r$r et 0s$s, on a
\}*+:=\
r&1
r$&1+ \
s
s$+
(s$+:r)(s+1+:(r$&1))&:(r&r$)(s&s$)
(s$+:r$)(s$+1+:(r$&1))
.
De me^me si } est le rectancyle (kn), on a pour tout *}
\k
n
* +:= ‘(i, j) # * (k:&:( j&1)+i&1) J
*
* (1, 1, ..., 1; :).
Enfin on a la formule du bino^me ge ne ralise e
J**(1+x1 , ..., 1+xn ; :)= :
+* \
*
++: J +*(x1 , ..., xn ; :).
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Preuve. La de monstration est plus simple que celle du The ore me 12.
Posons
J**(1+x1 , ..., 1+xn ; :)=:
+
c*+(:) J +*(x1 , ..., xn ; :).
Alors (voir par exemple [1], relations (38) et (52)), il re sulte uniquement
de cette de finition et de l’homoge ne ite des polyno^mes de Jack que
E0 J**(x; :)= :
l(*)
i=1
c**(i)(:) J**(i)(x; :)
\ |*|&|+|p&|+| + c*+(:)= :|v|=p c*v(:) cv+(:).
La premie re relation et (14.1) impliquent c*(i)=(
*
* (i)):. La seconde, e crite
pour p=|+|+1, et compare e a la relation de re currence (14.2), donne
c*+(:)=( *+): . K
15. UNE REMARQUE DE MACDONALD
Apre s avoir lu cet article, le Professeur Macdonald nous a communique
les remarques suivantes que nous incluons ici avec sa permission. Pour tout
couple (}, *) de partitions on pose
J}*(x; q, t)=
c} (q, t)
c*(q, t)
P}*(x; q, t)=
c$} (q, t)
c$*(q, t)
Q}*(x; q, t),
ou les fonctions syme triques gauches P}*(x; q, t) et Q}*(x; q, t) sont de fi-
nies, comme au 97 de [6], page 344, par
(P}*(q, t), f )q, t=(P} (q, t), Q*(q, t) f ) q, t
(Q}*(q, t), f )q, t=(Q} (q, t), P*(q, t) f ) q, t ( f # 4F)
avec ([6], relations (4.12), page 323, (6.19), page 339 et (8.7), page 353)
Q*(q, t)=
c*(q, t)
c$*(q, t)
P*(q, t)=c*(q, t) J** (q, t).
On en de duit imme diatement
(J}*(q, t), f )q, t=(J} (q, t), J** (q, t) f ) q, t ( f # 4F).
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The ore me. On a
(a) ( }*)q, t {0 seulement si *},
(b) ( }*)q, t t
n(})&n(*)=J}*(1, t, t2, ..., ; q, t).
Preuve. La De finition 1 peut se re e crire, avec ,=,(x; q, t),
\}*+q, t tn(})&n(*)=(J} (q, t), J** (q, t) ,) q, t=(J}*(q, t), ,) q, t .
Mais on sait ([6], (7.7) (i), p. 344) que Q}*(q, t)=0 sauf si *}. D’ou (a).
Pour e tablir (b) on pose
J}*(x; q, t)=:
+
a+(q, t) p+(x),
ou ([6], (7.7)(ii), p. 344) la sommation a lieu sur les partitions + telles que
|+|=|}|&|*|. La relation (3.4) implique
(J}*(q, t), ,)q, t=:
+
a+(q, t) z&1+ ‘
l(+)
i=1
1
1&q+i
(p+ , p+) q, t
=:
+
a+(q, t) ‘
l(+)
i=1
1
1&t+i
.
Mais on a clairement
p+(1, t, t2, ...)= ‘
i1 \pi (1, t, t
2, ...)+
mi (+)
= ‘
i1 \
1
1&ti+
mi(+)
= ‘
l(+)
i=1
1
1&t+i
. K
Il re sulte de ce the ore me que ( }*)q, t peut e^tre exprime comme une somme
de tableaux. Plus pre cise ment on a
\}*+q, t=
c}(q, t)
c*(q, t)
tn(*)+|*|&n(})&|}| :
T
9T (q, t) t |T |,
ou la sommation a lieu sur les tableaux de forme }&* avec |T |=
s # }* T(s), et 9T (q, t) est de fini par la relation (7.11’) de [6], page 346.
Dans le cas limite des polyno^mes de Jack, si on pose
J}*(x; :)=lim
t  1
J}* \ x1&t; t:, t+=:+ a+(:) p+(x),
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on voit facilement qu’on a
\}*+:=limt  1 :+ a+(t
:, t) ‘
l(+)
i=1
1
1&t+i
=:
+
a+(:) lim
t  1
‘
l(+)
i=1
(1&t)+i
1&t+i
=a1|}|&|*| (:).
Ainsi ( }*): est le coefficient de p
|}|&|*|
1 dans le de veloppement de J}*(:). Il
revient au me^me de dire qu’on a ( }*):=‘(J}*(:)), ou ‘: 4F  F est l’homo-
morphisme d’alge bres de fini par
‘(p1)=1 et ‘(pr)=0 (r>1).
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